
Agrégation - Leçons

Morphismes de S1 dans GLn(R)
[francinou-gianella-nicolas 2, p 251 ]

ÉNONCÉ :

Théorème :
Les morphismes continus de S1 dans GLn(R) sont les applica-
tions :

z 7−→ Q



Rt,k1 0 . . . 0
0 Rt,k2 . . .

...
... . . . . . . 0
0 . . . . . . Rt,kn

Q
−1

où Rt,ki
=

cos(θki
) − sin(θki

)
sin(θki

) cos(θki
)

, i = 1, . . . , n et Q ∈ GLn(R).

DÉVELOPPEMENT :

LEMMES : Soit ϕ un morphisme continu de S1 dans GLn(R).
Alors :
1. on a ϕ(S1) ⊂ SLn(R).
2. Pour tout z ∈ S1, les valeurs propres complexes de ϕ(z)

sont de module 1.

3. L’application Φ : (R,+) −→ (GLn(R),×)
t 7−→ ϕ(eit) est déri-

vable et vérifie, pour tout t ∈ R, Φ(t) = etA, A ∈ GLn(R)

Démonstration. 1. L’application ψ = det ◦ϕ : S1 −→ R∗ est conti-

nue. Or la compacité et connexité de S1 nous assure que ψ(S1)
est un intervalle fermé borné de R∗+ (car ϕ(1S1) = In qui est
de déterminant 1). Les seuls sous-groupes de (R∗+,×) bornés
contenant 1 étant le groupe trivial {1}, on en déduit le résultat.

2. On munitMn(C) d’une norme subordonnée à une norme vec-
torielle quelconque de Cn, notée |||.|||. Par le même argument
ϕ(S1) est borné. On dispose donc d’une constante M > 0 telle
que |||ϕ(z)||| ≤ M pour tout élément z de S1. Or toute valeur
propre complexe λ de ϕ(z) vérifie |λ| ≤ |||ϕ(z)|||. Ainsi, l’en-
semble des valeurs propres des éléments de ϕ(S1) est borné. Or
si λ est valeur propre de ϕ(z), il en est de même pour λp, p ∈ Z.
La suite (λp)p∈Z est donc bornée. En particulier, on a |λ| = 1.

3. Voyons que Φ est dérivable. Posons F : x ∈ R :7→ ∫ x
0 Φ(t)dt. F

est C1 sur R et on a F ′(0) = In. Ainsi limt→0
1
tF (t) = In. Comme

GLn(R) est ouvert, F (t) est inversible pour t petit. Soit a > 0
tel que F (a) ∈ GLn(R). il vient, en intégrant :∫ a

0
Φ(x+ t)dt = Φ(x)

∫ a

0
Φ(t)dt

d’où le résultat. Ainsi, en dérivant par rapport à t et en évaluant
en t = 0, on a que Φ′(x) = Φ′(0)Φ(x). En notant A = Φ′(0), on
obtient donc :

∀t ∈ R, Φ(t) = etA

Démonstration. L’application

Φ : (R,+) −→ (S1,×) −→ (GLn(R),×)
t 7−→ eit 7−→ ϕ(eit)
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étant de la forme Φ = e.A, voyons que A est diagonalisable. Φ étant
2π-périodique, on a nécessairement e2πA = IN . Il est alors classique
que A est diagonalisable et que ses valeurs propres sont dans iZ et
conjuguées.

On dispose alors d’entiers k1, . . . , kr ∈ Z∗ et P ∈ GLn(C) tels
que A = Pdiag(ik1,−ik1, . . . , ikr,−ikr, 0 . . . , 0)P−1. Alors on a,
pour tout t ∈ R :

etA = P



eitk1

e−itk1

. . .
eitkr

e−itkr

1
. . .

1



P−1

Or, pour j ∈ {1, . . . , r}, on a :

eitkj 0
0 e−itkj

 =
−i 1

1 −i

Rtki

−i 1
1 −i

−1

On dispose donc d’une matrice Q ∈ GLn(C) telle que :

etA = Q



Rtk1
. . .

Rtkr

1
. . .

1


︸ ︷︷ ︸

:=R

Q−1

Donc etA est semblable à R dans GLn(C) donc dans GLn(R).

Réciproquement, l’application ϕ : eit 7→ Φ(t) est bien défini car
Rtk ne dépend que de t modulo 2π pour k ∈ Z. C’est un morphisme
de groupes car R(t+t′)k = RtkRt′k pour k ∈ Z. La continuité est
assurée car, pour k ∈ Z, on a |eitk − eikt′| ≤ |k||eit − eit′|, d’où les
inégalités :

|cos(kt)− cos(kt′)| ≤ |k||eit− eit′| |sin(kt)− sin(kt′)| ≤ |k||eit− eit′|

On en déduit ainsi le résultat.

Remarques :
• On admet que si exp(A) = In pour A ∈Mn(R), alors A est dia-

gonalisable Sp(A) ⊂ 2iπZ (utiliser la décomposition de dun-
ford de eA).

• Le développement est long, même bien maîtrisé et en admettant
le point qui précède. On pourra survoler la réciproque à l’oral
de façon convaincante.
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